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Bedoeling van deze voordracht 

• Introductie tot de belangrijke 
nieuwe gebieden CSE en MSO 

• Laten zien wat het betekent 
om zaken en processen te 
kunnen simuleren (bv. het 
weer, gedrag van een chip, 
luchtstromen rondom een 
vliegtuigvleugel) 
− Wat is daar voor nodig? 

− Welke wiskunde? 
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• In toenemende mate 
belangrijke rol van de 
(toegepaste) wiskunde in 
industrie, samenleving en 
andere wetenschappen 
illustreren 
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Niet de computer, maar de  

WISKUNDE is het breekijzer! 



Waarschuwing…… 

• De voordracht laat slechts in vogelvlucht zien waar 
wiskundigen zich mee bezig houden als het gaat om 
simulaties……….. 

• ECHTER: er zijn leuke profielwerkstukken te maken 
(en reeds gemaakt) over deze materie 
− Wiskunde onderwezen op school vormt een eerste basis 

− In de praktijk worden wel andere methoden gebruikt 

− Vooral: approximatie is belangrijk (is de aansluiting met het VO 
hier voldoende?)  
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Bevat                      echt moderne wiskunde? 



Inhoud van de voordracht 

• Introductie: de derde discipline 

• CSE 

• MSO 

• Conclusie 
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Introductie:  

de derde discipline 
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Een paar honderd jaar geleden….. 

….bestudeerde 
Sir Isaac Newton 
vallende appels, 
en dacht na over 
een theorie om 
dit verschijnsel 
te beschrijven 
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Een paar honderd jaar geleden….. 

Dit leidde tot wat 
hoofdpijn, en 
uiteindelijk tot 
Newton’s universele 
wetten van de 
zwaartekracht 
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Gedurende enige tijd…. 

• Ontwikkelden onderzoekers in verschillende 
disciplines theorieën om de uitkomsten van 
experimenten te kunnen verklaren 

• De theorie kon vervolgens weer gecontroleerd 
worden middels nieuwe experimenten 
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• Verschillende beroemde wetten werden geformuleerd: 

• Navier-Stokes vergelijkingen (vloeistofstromingen) 

• Maxwell vergelijkingen (electromagnetisme) 

• Korteweg-de Vries vergelijking 

theorie experiment 



Solitaire golven kunnen verklaard worden 
door de  Korteweg-de Vries vergelijking 

PAGE 10 



Toen kwamen we in het computer- 
tijdperk…… 

• Computers stelden ons in staat om 
virtuele experimenten te doen 

• De theorie kon veel gemakkelijker 
gecheckt worden, door simulaties 
te gebruiken 

• Dit heeft veel voordelen: 
− Parameters kunnen eenvoudig 

veranderd worden 

− Verschillende settings parallel 

− Simulaties stellen ons in staat ook in 
het inwendige te kijken zonder het 
experiment te verstoren; dit is vaak 
onmogelijk in praktische experimenten 
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Virtuele ontwerp-

omgevingen zijn 

overal 

tegenwoordig  

Ontwerpen gebeurt tegenwoordig achter 
een scherm 
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Theorie 

Experiment Simulatie 

De derde discipline: simulatie 



Computational Science and Engineering 

• Simulaties zijn nu gemeengoed in 
wetenschappelijke disciplines en 
“engineering” 

• Worden gebruikt voor: 
− Validatie van experimenten 

− Voorspellingen 

− Testen van nieuwe theorieën 

− Ontwikkelen nieuwe theorieën 

• CSE wordt gebruikt om onze kennis 
uit te breiden, en nieuwe 
ontdekkingen te doen 

• Wiskunde speelt een sleutelrol 
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Wiskundigen dienen hun PR te verbeteren 

• Public Relations is zeer belangrijk voor de discipline 
wiskunde, speciaal in de context van CSE 
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• En niet alleen 
omdat het vaak 
moeilijk is om 
onze abstracties 
en methoden uit 
te leggen 



Vaak realiseert men zich niet hoeveel van de wiskunde, 
welke nodig is om een probleem/uitdaging op te lossen, 

onder de oppervlakte zit 

Wiskunde: onzichtbare bijdrage, zichtbaar succes 

De wiskundige ijsberg 
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De drijvende kracht achter 
de elektronische industrie 
is de Wet van Moore: elke 
18 maanden verdubbelt de 
snelheid en dichtheid van 
transistoren 

“But there is Mo(o)re……..” 



…….en dus 

• Denken veel mensen dat de voortgang binnen 
Computational Science and Engineering enkel te 
danken is aan de vooruitgang beschreven door de 
Wet van Moore voor chips en computers 

• Dit is absoluut niet waar, en een grote misvatting 
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Deze effecten 

(machines en 
algorithmen) 

versterken 
elkaar! 

Moore’s Wet voor wiskundige methoden 



Als we enkel zouden vertrouwen op de 

vooruitgang in computerkracht, dan zouden we 

nu de simulaties doen van de jaren ’90! 

Eenzelfde ontwikkeling bij optimalisering 







Blijkbaar…… 

• Wiskundige methoden dragen significant bij aan de 
snelheidswinsten welke we observeren binnen het gebied 
Computational Science and Engineering 

• In alle gevallen zien we dat de algorithmische versnellingen 
het winnen van de hardware-versnellingen 

− Gevaar van huidige trend naar parallel rekenen is dat er “brute force” wordt 
gebruikt 

− Wiskunde stelt ons in staat slim te zijn en die brute force te vermijden 
(lezing Han Peeters, determinant van 6188 matrix) 
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We moeten onze PR 
drastisch verbeteren! 



Computational Science 
and Engineering (CSE) 
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Grote vooruitgang in 20 jaar 

• De laatste 20 jaar heeft de 3e discipline ervoor 
gezorgd dat CSE diep doorgedrongen is zowel in 
fundamenteel als toegepast onderzoek, binnen 
allerlei wetenschapsgebieden, industrie en 
maatschappij 
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Biology is the new physics? 

• For the past 300 years, physics has been the soul of modern 

science while mathematics has been its language.  

• If we could draw an inference from this fascinating history, then one 

would argue that biology of the next century will employ more 

physics and mathematics.  

• The role mathematics played in science has two inter-related 

aspects:  

• it provides a machinery to compute quantitative results 

• it provides a language to structure our ideas.  
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No longer mathematics is just a helpful tool in biological research; it 

is gradually becoming one of the possible narratives for biology 

science itself. It directs students to become, not merely skilled 

technicians in biological research, but masters of the science. 

Prof. Hong Qian, bioengineering, Univ. of Washington 

(thanks to Rasmus Lykke Marvig for the suggestion)  



Grote vooruitgang in 20 jaar 

• De laatste 20 jaar heeft de 3e discipline ervoor 
gezorgd dat CSE diep doorgedrongen is zowel in 
fundamenteel als toegepast onderzoek, binnen 
allerlei wetenschapsgebieden, industrie en 
maatschappij 

• Er worden nieuwe ontdekkingen gedaan, verbanden 
gelegd, inzichten gegenereerd, systemen 
geoptimaliseerd 

• CSE geeft antwoorden op vragen welke noch door 
theorie noch door experiment kunnen worden 
beantwoord  
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Voorbeeld: supernova’s 

• In eerste instantie 1-d en 2-d 
modellen, maar deze voldeden 
niet 

• Nu is het mogelijk om 
supernova’s in 3-d te simuleren 
zonder veel beperkende 
voorwaarden (symmetrie bv) 
en met realistische energie-
output 

• Enkel in 3-d kunnen de 
convectieve processen die 
plaatsvinden daadwerkelijk 
worden gesimuleerd 
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Voorbeeld: simulatie van tsunami’s 
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Snelle diagnose na herseninfarct 

• Zeer snelle diagnose (in 
ambulance….) door inverse 
reconstructie van een 
hemorragische shock 
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• Totale rekentijd van 320 sec 
(~5 minuten) door gebruik 
van 4096 cores  



MSO: mathematical 
modelling, simulation and 
optimisation 
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MSO: wat is dat eigenlijk? 
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Interactie tussen de verschillende 

ingredienten van CSE 



MSO: wat is dat eigenlijk? 

• M: Eerst moet er een mathematisch model gevormd 
worden dat de te beschrijven processen of problemen 
voldoende nauwkeurig beschrijft 

• S: Vervolgens kunnen er middels dit model simulaties 
worden uitgevoerd; dit leidt tot een hele keten van 
wiskundige activiteit, in vaktermen: vermazen, 
discretiseren, oplossen van niet-lineaire en lineaire stelsels 

• O: Tenslotte is er vaak ook behoefte om zaken te 
optimaliseren, statistische analyses uit te voeren, 
onzekerheden mee te nemen 
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Modelleren 

• Er zijn natuurlijk de bekende wetten, zoals Navier-
Stokes en Maxwell, deze kunnen gebruikt worden in 
standaard situaties en geven ook voldoende 
nauwkeurigheid 

• Vaak is echter meer nodig dan de standaard bekende 
wetten, en zullen andere modellen afgeleid dienen te 
worden 

• Modelleren is een lastig vak, het vereist mede kennis 
uit andere disciplines 
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Voorbeeld: drift-diffusie model voor 
halfgeleiders 

• Voor de beschrijving van het 
gedrag van halfgeleiders valt 
men in eerste instantie terug op 
het vakgebied van de 
statistische mechanica en de 
bekende Boltzmann Transport 
vergelijking (“BTE”) 

• Neemt men momenten van 
deze vergelijking (soort Taylor 
expansie), dan komt men 
vervolgens op het veelgebruikte 
drift-diffusie model  
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Wiskundige analyse van het model 

• Het is wel nodig om het model verder te analyseren: 
− Bestaan er altijd oplossingen? (existentie) 

− Zijn oplossingen uniek?  

− Zijn er bepaalde eisen aan de parameters in het model die 
wiskundig gewenst zijn? (bv. voor existentie) 

− Onder welke voorwaarden zijn er positieve oplossingen 
(belangrijk voor concentraties) 

• Wat voor eigenschappen heeft het model? 
− Elliptische, parabolische of hyperbolische differentiaalvgln.? 

− Lineair of niet-lineair? 

− Singulier gestoord? 
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Discretisatie (eerste deel van “S”) 

• Nadat het wiskundige model goed is bevonden, en 
ook is geanalyseerd, kan begonnen worden met “S” 

• Dit behelst in eerste instantie het geschikt maken 
voor computer-berekeningen (eindig!) 
− Selecteren van een eindig aantal punten waarop we de 

oplossing berekenen (“vermazing”) 

− Vervangen van de differentiaalvergelijkingen door eindige 
expressies (“discretisatie”) 
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Vermazing 
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Discretisatie 

• Vervangen van differentiaalvergelijkingen door 
differentievergelijkingen 
− Ook methoden die geheel anders werken: eindige elementen 

methode, eindige volume methode, ….. 
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Welke discretisatie nemen we? 

• Stel we eisen dat y(0)=1, dan is de oplossing: 
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)/exp()( xxy 

• Merk op dat deze oplossing altijd >0 is, en dalend 

• Stel nu dat we een uniforme vermazing hebben met 
breedte h. Dan vinden we in het eerste punt de 
volgende oplossingen voor de twee discretisaties:  



h
y  11
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1

• De eerste kan negatief 
worden, de tweede nooit! 

• Exacte oplossing: 

)/exp()( hhy 



Probleem vooral bij singulier gestoorde 
problemen (rand- of interne lagen) 
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Nauwkeurigheid? 

• Voor de eerder genoemde discretisatie 
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• We kunnen laten zien dat, in het algemeen: 2
)( Chxyy ii 

• Echter, de constante C hangt af van 1/ε  en wordt dus erg 
groot als ε klein wordt (behalve als h in de orde ε is) 

• Vraag: kunnen we een discretisatie bedenken 
welke wel gegarandeerd een oplossing >0 
heeft, en ook nauwkeurig is met een 
constante welke niet afhangt van 1/ε? 



Exponential fitting 

• Dat is mogelijk! Merk op dat de basisoplossing van de 
homogene differentiaalvergelijking is: exp(-x/ε) 

• We nemen nu het discrete schema van de vorm 
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• Voor dit soort schema’s, toegepast op iets ingewikkelder 
vergelijkingen dan de beschouwde (nl. met een coefficient a(x) 
voor y),  kunnen we laten zien : 

• Hierbij is C onafhankelijk van 1/ε 



Discretisatie-methoden 

• De eindige differentie methode is een van de simpelste – 
vervangen van afgeleiden door differentiequotienten 

− Vaak beperkt tot rechthoekige vermazingen 

• Voor algemenere vermazingen (driehoeken, vierhoeken, 
tetraeders, ….) 

− Eindige elementen methode, ontwikkeld door ingenieurs in de jaren 
‘30, prachtige wiskundige theorie vanaf ~1970 

− Eindige volume methode, generalisatie van eindige differentie 
methode waarbij de differentiaalvergelijking wordt geintegreerd 
over de bijbehorende Voronoi veelhoeken rondom een knooppunt 
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Interactie vermazing-discretisatie 

• We moeten vaak speciale vermazingen gebruiken 
teneinde ervoor te kunnen zorgen dat de 
gediscretiseerde vergelijkingen de juiste 
eigenschappen hebben 
− Symplectische methoden (voordracht Han Peeters) 

− Behoudswetten 

− Positiviteit 

− Maximum principes (“maximale waarde van de oplossing 
wordt gevonden op de rand van het domein”) 

− Existentie van oplossingen 
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Delaunay triangulatie 

• Stompe driehoeken mogen, 
maar moeten voldoende 
scherpe buurdriehoek hebben 
zodat som van tophoeken 
<180 is 

• Originele artikel: “Sur la 
sphère vide”: omgeschreven 
cirkel van elke driehoek bevat 
geen hoekpunten van andere 
driehoeken (bewijs dat maar!) 
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Delaunay driehoeken en 

bijbehorende Voronoi 

veelhoeken (Freek Wiedijk) 



M-matrices 

• Het blijkt dat, als de oorspronkelijke 
differentiaalvergelijking lineair is, en men een 
Delaunay vermazing gebruikt, de resulterende 
matrix-vergelijking een M-matrix als coefficient heeft 
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bAY 
• Een M-matrix is een matrix waarvoor:  

jiaa ijii  ,0,0

0
1



A

• Als de rijsommen groter gelijk 0 zijn 
(“diagonaal-dominant”), dan M  



Voorbeeld van een M-matrix 
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• Diagonaal-dominante 9x9 matrix, inverteerbaar 

• Bereken de inverse in Matlab of Mathematica, en 

bevestig dat de inverse inderdaad allemaal niet-

negatieve elementen heeft 



M-matrices en maximum principes 

• M-matrices zijn zeer gewenst als men maximum 
principes, geldig voor het continue probleem, ook 
voor het discrete probleem wil bewijzen: 
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0 bAY

• Omdat alle elementen van de inverse groter gelijk 0 
zijn, kunnen we beide kanten vermenigvuldigen: 

0
11



bAAYA

• En dus: 

0Y



Matrix-eigenschappen 

• Eigenschappen van matrices zijn zeer belangrijk in de 
praktijk 

• Er zijn veel verschillende eigenschappen 
− Symmetrisch of niet-symmetrisch 

− Scheef-symmetrisch 

− Orthogonaal 

− Positief definiet (alle eigenwaarden >0) of indefiniet (zowel 
positieve als negatieve eigenwaarden) 

• De SVD (singular value decomposition) is een zeer 
belangrijk instrument, vooral als de matrix niet-
vierkant is (rang, norm, ….) 
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Niet-lineaire stelsels…… 

• Als de discretisatie heeft plaatsgevonden, dan 
hebben we een (groot) stelsel vergelijkingen: 
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• y_1,……,y_N zijn de waarden van de onbekenden op 
de gekozen maaspunten, en F_1,…,F_N de 
bijbehorende discrete vergelijkingen 

• Vaak is het stelsel niet-lineair 



Niet-lineair…… 

• Vanwege de niet-lineairiteit dienen we een iteratief 
proces uit te voeren om de oplossing te vinden 

• Veelgebruikte methode: Newton’s methode 
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Intermezzo: kwadratische vergelijkingen 

• Newton’s methode zou ook onderwezen kunnen worden in plaats van de 
bekende abc-formule 

− Is veel algemener geldig, ook voor andere niet-lineariteiten 

− Vermijdt de numerieke problemen ingegeven door de eindige precisie van 
de arithmetiek op computers 

• M.b.t. dat laatste punt: in alle leerboeken staat de formule 

PAGE 54 22 March 2011 

• Relatief onbekend is dat we ook de volgende formule 
zouden kunnen gebruiken: 

• De eerste formule wordt onnauwkeuriger als b positief  is, want dan volgt 
een aftrekking van twee getallen; optelling is numeriek stabieler  

• Beter zou dus zijn om beide formules te gebruiken in combinatie: 



Newton’s methode in hogere dimensies 

• Voor scalaire (1-d) problemen: 
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• Meer-dimensionaal: bereken eerst de oplossing van 
het lineaire stelsel 

)()(' kkk YFdYYF 

• Vervolgens wordt de nieuwe iterand: kkk dYYY 1

• Convergentie is niet-triviaal, vaak allerlei eisen 
(“beginschatting voldoende dicht bij de oplossing”) 

• (zie bijlage voor een voorbeeld in 2d) 



Convergentie van Newton’s methode 
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Attractiegebieden van 

Newton’s methode 



Convergentie van Newton’s methode 

• Wij simuleerden halfgeleiders bij Philips, en vonden dat de 
Newton-methode vaak wel convergeerde, maar soms 
extreem langzaam: 

− Heel veel correcties in de orde-grootte 0.025 
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Convergentie van Newton’s methode voor 
halfgeleider-simulatie 
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Convergentie van Newton’s methode 

• Wij simuleerden halfgeleiders bij Philips, en vonden dat de Newton-
methode vaak wel convergeerde, maar soms extreem langzaam: 

− Heel veel correcties in de orde-grootte 0.025 

• Ingenieurs bij Stanford University: “self-limiting behaviour” 

• Wiskundigen vragen zich natuurlijk af: hoe komt dit? 

− Grote sommen met 100000 onbekenden lastig te analyseren, dus steeds 
kleinere sommetjes geconstrueerd die hetzelfde gedrag vertoonden 

− Uiteindelijk 1-d probleem geisoleerd dat het fenomeen geheel verklaart 
(practicum, uitwerking) 
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01)40exp( x

• Simpele oplossing (in praktijk wel lastiger): doe een niet-lineaire 
variabelentransformatie 

)40exp( xy 

• Met deze transformatie wordt het een lineair 1-d 
probleem, dus na 1 Newton iteratie zijn we klaar! 



Newton’s methode in hogere dimensies 

• Voor scalaire (1-d) problemen: 
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• Meer-dimensionaal: bereken eerst de oplossing van 
het lineaire stelsel 

)()(' kkk YFdYYF 

• Vervolgens wordt de nieuwe iterand: kkk dYYY 1

• Convergentie is niet-triviaal, vaak allerlei eisen 
(“beginschatting voldoende dicht bij de oplossing”) 



Oplossen van de lineaire stelsels 

• Vergelijkbaar met het aloude probleem op 
familiefeestjes: “Vader is momenteel 4x zo oud als 
Jantje, over 5 jaar is hij 3x zou oud als Jan(tje). Hoe 
oud is Jantje nu?” 

• Stel dat we voor alle 17 miljoen Nederlanders ook 17 
miljoen relaties opgeven m.b.t. hun leeftijden, en 
dan vragen om dat uit te rekenen….. Kan dat ook met 
eliminatie? 

• “Gauss eliminatie” kan tegenwoordig voor 
behooorlijk forse stelsels 
− Volgorde is belangrijk (“pivoting”) 
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Volgorde – “pivoting” 
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M-matrix, volgorde OK 

Eerste onbekende niet te 

elimineren, dus eerst 

volgorde aanpassen 

Onderweg kunnen, door het eliminatie-

proces, ook nullen ontstaan op de diagonaal 



Iteratieve methoden voor lineaire stelsels 

• Bij voorkeur worden tegenwoordig echter iteratieve 
oplosmethoden gebruikt 

• Voor het oplossen van Ax=b vormt men dan de 
zogenaamde Krylov-ruimte gevormd door de 
vectoren b, Ab, AAb, AAAb, ………..  

• Tussentijds wordt wel steeds de nieuwe berekende 
vector georthogonaliseerd t.o.v. de reeds berekende 
vectoren 

• Bekende methode in deze klasse is de methode van 
de geconjugeerde gradienten (ICCG) 
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Preconditionering 

• Iteratieve methoden voor het oplossen van Ax=b 
vergen vaak heel erg veel iteraties, en daarom werd 
de CG methode (“conjugate gradients”) vrij snel na 
de publicatie in 1952 vergeten 

• In 1975 kwamen Henk van der Vorst (UU) en Koos 
Meijerink (Shell) op het lumineuze idee om iteratieve 
methoden los te laten op een zogenaamd 
“gepreconditioneerd” stelsel: PAx=Pb 
− P zou een beetje op de inverse moeten lijken 

− Belangrijk: positie eigenwaarden beinvloeden door 
preconditionering 

• ICCG wordt wereldwijd gebruikt  
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Resultaat van “S”…… 

• ….is de oplossing van een specifiek probleem 

• Vaak worden meerdere simulaties uitgevoerd, met 
verschillende parameter-settings, of met andere 
randvoorwaarden, of met andere afmetingen, ……. 

• Doel is vaak om een ontwerp te optimaliseren 

• Dat brengt ons dan bij de “O” uit MSO…..maar gaan 
we niet verder op in; zie syllabus 
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Tenslotte 

• In vogelvlucht aangestipt wat voor wiskunde er nodig 
is om alle simulaties mogelijk te maken die men 
tegenwoordig doet in allerlei wetenschappelijke 
disciplines en in de industrie 

• Wiskunde vormt de kern van deze ontwikkelingen 

• Praktische toepassingen leiden ook tot nieuwe 
methoden en zelfs nieuwe takken van wiskunde 
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Topological Data Analysis 

PAGE 68 UvA, 20110907 



Model Order Reduction 

• Dominante eigenschappen bepalen en gebaseerd 
daarop een model van lagere orde construeren 
− Vermijd “brute force”, gebruik intelligente methoden 
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Voorbeeld van Model Order Reduction 

• Chip wordt gemaakt in silicium, met miljoenen 
transistoren 

• Voor de verbindingen is de 3e dimensie nodig 

− Momenteel 8-10 metaallagen (blauw) 

• Vanwege de hoge frequenties en de steeds kleinere 
afstanden genereert deze ‘interconnect structuur’ 
parasitaire electromagnetische effecten 

− Vertraagde of versnelde signalen  fouten 

• Maxwell-vergelijkingen oplossen met miljoenen extra 
onbekenden 

• Tijdrovend, zeker in combinatie met de miljoenen 
circuit-vergelijkingen 

• Oplossing: reduceer het gediscretiseerde Maxwell 
probleem (~100-500 vgln.) 
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Bijlage: voorbeeld van Newton’s methode 
in 2 dimensies 
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Stel we willen oplossen:  
2

3
22





xy

yx

We zullen Newton’s methode gaan gebruiken, maar omdat 

dit een redelijk simpele som is, kunnen we eerst ook eens 

kijken of we het anders kunnen. Door de 2e vergelijking te 

gebruiken om y in x uit te drukken, krijgen we: 
03

4
2

2


x
x

Met de substitutie               krijgen we dan een kwadratische vergelijking 

voor z: 

2
xz 

043
2

 zz

Dus vinden we dat er 2 reele oplossingen zijn: (x=2,y=1) en (x=-2,y=-1). 

 

Laten we nu eens kijken hoe Newton’s methode werkt voor dit probleem. 



Toepassing van Newton’s methode op dit 
voorbeeld 
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Eerst schrijven we de op te lossen vergelijking als volgt: 
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Dan vinden we voor de afgeleide                                       en de inverse 

hiervan wordt gegeven door 
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Newton’s methode beschrijft het iteratieve proces in de vorm 

 

en na enig rekenwerk vinden we dus het proces: 
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Enige resultaten (Excel) 

PAGE 74 UvA, 20110907 

x0 20 

y0 20 

k x_k y_k dx_k dy_k 

0 20 20 

1 10.0875 10.0125 9.9125 9.9875 

2 5.217784 5.031775 4.869716 4.980725 

3 2.949373 2.570849 2.268411 2.460926 

4 2.09957 1.418849 0.849803 1.152 

5 1.982155 1.031923 0.117415 0.386926 

6 1.999743 0.999846 0.017588 0.032076 

7 2 1 0.000257 0.000154 

8 2 1 1.64E-08 1.16E-08 

9 2 1 0 2.22E-16 

10 2 1 0 0 

11 2 1 0 0 

12 2 1 0 0 

13 2 1 0 0 

14 2 1 0 0 

15 2 1 0 0 

16 2 1 0 0 

17 2 1 0 0 

We starten met een 

beginoplossing die ver van de 

oplossing (2,1) ligt. Convergentie 

in 9 iteraties naar (2,1) 

x0 -4 

y0 -9 

k x_k y_k dx_k dy_k 

0 -4 -9 

1 -2.24742 -4.4433 1.752577 4.556701 

2 -1.6181 -2.13412 0.629325 2.309175 

3 -1.7425 -1.07194 0.124403 1.062181 

4 -2.00798 -0.98446 0.26548 0.087484 

5 -1.99994 -0.99997 0.008041 0.015509 

6 -2 -1 6.01E-05 3.23E-05 

7 -2 -1 9.02E-10 5.19E-10 

Nu starten we met negatieve 

beginwaarden. Convergentie in 7 

iteraties naar de 2e oplossing, (-

2,-1) 



Nog wat resultaten (Excel) 
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x0 -4 

y0 7 

k x_k y_k dx_k dy_k 

0 -4 7 

1 -1.87692 3.215385 2.123077 3.784615 

2 -0.67764 0.988935 1.199283 2.226449 

3 0.330132 -1.4807 1.007772 2.469631 

4 -0.90652 0.511607 1.23665 1.992303 

5 -0.76388 -2.12574 0.142638 2.63735 

6 -1.43976 -0.73736 0.675879 1.388382 

7 -2.10884 -1.04646 0.669079 0.309098 

8 -2.0028 -1.00101 0.106041 0.045449 

9 -2 -1 0.002796 0.001009 

10 -2 -1 1.92E-06 4.48E-07 

11 -2 -1 8.73E-13 4.88E-15 

x0 -4 

y0 25 

k x_k y_k dx_k dy_k 

0 -4 25 

1 -1.93136 12.42902 2.068643 12.57098 

2 -0.82687 6.072254 1.104487 6.356764 

3 -0.12309 2.749565 0.70378 3.322689 

4 0.640015 0.797835 0.763105 1.95173 

5 2.762935 0.47852 2.122921 0.319314 

6 2.030276 0.850759 0.73266 0.372239 

7 1.994733 0.999982 0.035543 0.149222 

8 2.000006 0.999997 0.005273 1.56E-05 

9 2 1 5.58E-06 2.75E-06 

10 2 1 1.65E-12 8.48E-12 

11 2 1 2.22E-16 0 

Hier laten we de beginwaarde voor x op -4 staan, maar varieren 

de beginwaarde voor y, en wel positief. Voor kleinere waarden 

van y0 blijven we convergeren naar (-2,-1), maar op een gegeven 

moment  convergeren we naar de andere oplossing, (2,1). Door 

veel startpunten te varieren kun je uitvinden vanuit welk gebied je 

naar (2,1) convergeert, en waar je naar (-2,-1) convergeert. Voor 

startpunt (-4,8) zul je bv. zien dat het meer dan 70 iteraties vergt 

om te convergeren naar uiteindelijk (-2,-1).  


